I PARADOSSI DELL’INFINITO

“ Achille e la tartaruga “

“ Il più lento corridore non sarà mai raggiunto nella sua corsa dal più veloce. Infatti sarà necessario che l’inseguitore proceda fin là donde si è mosso il fuggitivo, sicché è necessario che il corridore più lento si trovi sempre un po’ più innanzi  “.

Aristotele riassume in questi termini il paradosso di “ Achille e la tartaruga “ in cui Zenone di Elea sembra dimostrare l’impossibilità del moto. Che si trattava di un paradosso era evidente, ma non era semplice darne una spiegazione senza gli strumenti matematici di oggi. Ricordo la faccia di Luca Russo, studente di quinta geometri di qualche anno fa, dopo la lezione di Filosofia del Prof. Benucci, che nell’ora seguente di matematica continuava a ripetere: “ …mi sembra di aver capito che Achille non raggiunge la tartaruga. Secondo me è impossibile! Non riesco a capire se il Prof. Benucci si è sbagliato o sono io che non ho capito nulla. ” E il buon Russo, giovanotto dotato di quell’intelligenza pratica caratteristica di uno studente del corso geometri, aveva ragione. Pur non avendo capito le considerazioni del professore, era non del tutto evidente che Achille avrebbe raggiunto, in un tempo finito, la tartaruga e che l’avrebbe superata. Allora, in una decina di minuti, provai a dare una spiegazione del paradosso. Mi diverte ripercorrere oggi le argomentazioni di allora, tenuto conto anche del saggio di Lucio Lombardo Radice “ l’infinito “ e “Breve storia dell’infinito” di Zellini.

Proviamo a riportare il problema ad un caso particolare, senza perdere in generalità. Supponiamo che Achille e la tartaruga si muovano su una retta orientata (un sistema di riferimento: la retta dei numeri reali), che Achille parta dallo 0 (origine O) con velocità doppia di quella della tartaruga e che la tartaruga parta dal punto di ascissa 1/2. 

Se la tartaruga procede di moto rettilineo uniforme con velocità v0, Achille procederà con velocità 2v0. Indichiamo SA(t) la legge oraria di moto (funzione matematica che ci dà la posizione al variare del tempo) di Achille sulla retta e con ST(t) la legge oraria di moto della tartaruga. 

Abbiamo che SA(t) = so + 2v0t, che nel nostro sistema di riferimento diventa SA(t) = 2v0t. Abbiamo inoltre che ST(t) = so + v0t che diventerà ST(t) = 1/2 + v0t.

Se rappresentiamo le due leggi in un diagramma spazio/tempo otteniamo
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che Achille raggiunge la tartaruga in un tempo finito t = 1/(2v0) e la raggiunge nel punto di ascissa 1 della retta considerata. 

Vediamo adesso di trattare, utilizzando come strumento la teoria delle serie numeriche, il paradosso nei termini esposti da Aristotele. Per comodità e chiarezza prendiamo come unità di misura il metro. Quando Achille percorre il 1/2 metro di svantaggio arrivando al punto di partenza della tartaruga, la tartaruga, che procede con velocità pari alla metà di quella di Achille, nello stesso tempo avrà percorso 1/4, e, pertanto, si troverà nella posizione 1/2 + 1/4 = 3/4. Quando Achille avrà percorso il 1/4 metro di svantaggio, arrivando alla nuova posizione della tartaruga, la tartaruga avrà percorso 1/8, e, pertanto, in questo istante, Achille sarà in posizione 3/4, mentre la tartaruga sarà in posizione di 3/4 + 1/8 = 7/8. 

Possiamo considerare la posizione di Achille come la somma di infiniti spostamenti sempre più piccoli e lo stesso per la tartaruga. Se volessimo schematizzare il movimento dei protagonisti attraverso delle fotografie e evidenziare la posizione dei nostri protagonisti negli istanti nei quali Achille raggiunge la posizione precedentemente occupata dalla tartaruga, indicato con t0, t1, t2, ……, tn la successione di questi istanti, e con SA(ti) e ST(ti) le successioni delle posizioni occupate rispettivamente da Achille e dalla tartaruga, avremo:

	
	t0
	t1
	t2
	t3
	t4
	t5
	……

	SA(ti)
	0
	1/2
	3/4
	7/8
	15/16
	31/32
	

	ST(ti)
	1/2
	3/4
	7/8
	15/16
	31/32
	63/64
	


Ovvero

	ti
	SA(ti)

	t0
	0

	t1
	1/2

	t2
	1/2 + 1/4  

	t3
	1/2 + 1/4 + 1/8             

	…..
	................

	tn
	1/2 + 1/4 + 1/8 +.....+ 1/2n                

	……
	.................

	ti
	ST(ti)

	t0
	1/2

	t1
	1/2 + 1/4  

	t2
	1/2 + 1/4 + 1/8             

	t3
	1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16          

	…..
	.................................

	tn
	1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16.....+ 1/2n+1                

	……
	.........................................
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Ricordando, come risulta dalla teoria delle serie geometriche, che  ( (q)i = 1/(1-q),

                                                                                                                                                  i=0    

abbiamo che, quando n tende all’infinito, 

                      (
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e pertanto dopo un certo tempo Achille e la tartaruga assumeranno la stessa posizione e quindi Achille raggiungerà la tartaruga.                                             
Resta da vedere che questo tempo è finito e che, come abbiamo visto in precedenza, è pari a t=1/(2v0).

Come abbiamo visto, Achille compie in ogni intervallo di tempo ti uno spazio (Si=(1/2)i

e,  ricordando che t = s/v, possiamo ricavare che ti = (1/2)i/ 2v0.  Pertanto, indicato con  

       (                                              (
T = ( ti  otteniamo  T = ( (1/2)i/2v0 = [1/(1-1/2)  -  1]/ 2v0 = 1/2v0.
       i=1                                          i=1

La tartaruga invece compie in ogni intervallo di tempo ti uno spazio (Si=(1/2)i+1 e pertanto

ti =(1/2)i+1/ v0.  Allora, indicato, per la tartaruga, con 

       (                                                      (
T = ( ti ,  abbiamo che T = ( (1/2)i+1/v0 = 

      i=1                                                 i=1

= [1/(1-1/2)  -  1 - 1/2]/ v0 = (1-1/2)/v0 = (1/2)/ v0 = 1/2v0

Siamo giunti quindi alla conclusione che, dopo lo stesso tempo finito t=1/2v0, Achille e la tartaruga assumono sulla retta la stessa posizione  (punto di ascissa 1) e pertanto Achille raggiunge la tartaruga in un tempo definito e limitato.

Ecco allora un esempio in cui la somma di infiniti tratti ben determinati e finiti non è infinita, non supera necessariamente, ogni numero prefissato per quanto grande esso sia (se le quantità che si succedono sono sempre più piccole può accadere che il limite delle loro successive somme sia finito). Per terminare con le parole di Bernhard  Bolzano (1851) “Quantunque qualsiasi quantità, e in genere qualsiasi oggetto, che ci appaia come infinita sotto qualche aspetto, debba appunto sotto questo aspetto essere tale da poter essere considerata come una totalità costituita da un insieme infinito di parti, pure non vale l’inverso, cioè che ogni quantità che noi consideriamo come somma di un insieme infinito di altre quantità tutte finite debba a sua volta essere infinita. L’apparente paradosso trae origine dal fatto che si dimentica che i termini da sommarsi diventano sempre più piccoli . “

Zenone non era certo uno sciocco e non voleva dimostrare, come scrive Lucio Lombardo Radice (l’infinito), l’impossibilità del moto, ma ridurre all’assurdo la tesi dei pitagorici, che componevano il continuo con atomi (punti) di dimensione finita. Nella ipotesi pitagorica, infatti, la somma di un numero crescente di segmenti, anche se decrescenti, sempre più piccoli, dovrebbe tendere comunque all’infinito, perché ciascuno conterrebbe un numero intero di atomi dotati di dimensione (sarebbe come fare la somma di infiniti numeri interi, che tende all’infinito).
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